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نامة توپ برای شب امتحاندرس
 علی داودوندی 

کنکور ریاضی 16رتبه 
مدرس ریاضی رپیتیچ

ایه یازدهمپهندسه:  2فصل 

 : هندسه2فصل 

 های هندسی درس اول: ترسیم

  دایره

به کمک پرگار، یک دایره رسم کنیم، تمام نقاط روی این دایره  rو شعاع  Oاگر به مرکز 

دارای یک خاصیت مشترک خواهند بود و آن خاصیت این است که فاصلة هر نقطه روی 

 باشد. برابر عددی ثابت می Oدایره تا مرکز 

OA OB r  

اش تا مرکز از شعاع دایره بیشتر ای که خارج دایره باشد، فاصلهضمناً هر نقطه

 تر از شعاع دایرهاش تا مرکز، کمای که داخل دایره باشد، فاصلهاست و هر نقطه

 است. 

OA r , OB r  

قرار دارد.  dاز خط  cm2به فاصلة  Pمثال: نقطة 

wwهستند را مشخص کنید.  Pاز نقطة  cm3الف( تمام نقاطی که به فاصلة 
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 هستند تعیین کنید.  Pاز نقطة  cm3را که به فاصلة  dب( نقاطی از خط 

زنیم(. یک دایره رسم کنیم )کمان می ۳و شعاع  Pحل: الف( کافی است به مرکز 

 جواب هستند.  dب( نقاط برخورد دایره )کمان( با خط 

 ۳برابر  Aشان از متر از هم در نظر بگیرید. نقاطی را پیدا کنید که فاصلهسانتی ۴را به فاصلة  Bو  Aمثال: نقاط 

باشد.  ۲برابر  Bو از 

و  Bیک دایره )کمان( و به مرکز  ۳و شعاع  Aحل: کافی است به مرکز 

ها یک دایره )کمان( دیگر رسم کنیم، محل برخورد این دایره ۲شعاع 

ها( جواب است. )کمان

 (. Cو  Cضمناً مسئله دو جواب دارد )نقاط 

و  ABCهای وصل کنیم، مثلث Bو  Aرا به  Cو  Cتذکر: اگر نقاط 

ABC شوند )ممکن است متن سؤال به این صورت باشد که ایجاد می

 رسم کنید(.  ۲و  ۳، ۴مثلثی به اضلاع 

 عمود منصف

 خطویژگی عمودمنصف یک پاره

خط یکسان است اش تا دو سر پارهباشد، فاصله ABخط که روی عمودمنصف پاره Mای مانند دانیم هر نقطهمی

 و برعکس: 
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AM MB 

 خطرسم عمودمنصف یک پاره

دهانة پرگار را به اندازة دلخواه  ABخط برای رسم عمودمنصف پاره

و یک بار به مرکز  Aباز کرده، یک بار به مرکز  ABولی بیشتر از نصف 

B زنیم تا یکدیگر را در نقاطی مثل دو کمان میM  وN  قطع کنند؛

 است.  ABعمودمنصف  Nو  Mخط گذرنده از 

عمود باشد  dخواهیم خطی رسم کنیم که بر ای روی آن: با توجه به شکل میرسم خط عمود بر یک خط از نقطه

APکنیم که را طوری اختیار می Bو  A، دو نقطة Pو در دو طرف  dهم بگذرد. روی خط  Pو از  PB  باشد

برسید.(  Bو  Aمتر به راست بروید تا به نقاط متر به چپ و یک سانتییک سانتی P)مثلاً از نقطة 

را رسم  ABحال طبق مطالب قبلی، عمودمنصف 

گذرد و هم می Pکنیم. این عمودمنصف هم از می

جواب  Nو  Mعمود است. خط گذرنده از  dبر 

 مورد نظر است. 
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 ای غیر واقع بر آن خط )خارج خط( رسم خط عمود بر یک خط از نقطه

و شعاع دلخواه کمانی رسم  Pهم بگذرد. کافی است به مرکز  Pرسم کنیم که از  dخواهیم خطی عمود بر می

گیریم که کمان زده شده حتماً خط را قطع کند )شعاع را طوری در نظر می Bو  Aرا در نقاط  dکنیم تا خط 

 نقطه قطع کند.(  ۲در 

جواب ماست.  Nو  Mرا رسم کنیم. خط گذرنده از  ABحال کافی است عمودمنصف 

 ای غیرواقع بر آنرسم خط موازی با خط داده شده از نقطه

 رسم کنیم. مراحل کار به شرح زیر است:  dخطی موازی  Pای مانند خواهیم از نقطهمی

عمود باشد. )قبلاً روش رسم خط عمود را  dگذشته و بر خط  Pکنیم که از را طوری رسم می d1( خط ۱

 ایم.( گفته

 عمود باشد.  d1گذشته و بر خط  Pکنیم که از را طوری رسم می d2( خط ۲

 گذرد. هم می Pموازی است و از  dبا  d2( واضح است که ۳
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  نیمساز

هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و برعکس. 

ای که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشد حتماً روی نیمساز یعنی هر نقطه

 آن زاویه قرار دارد. 

M MH MK نیمساز است.Ôروی

قرار دارد از دو ضلع زاویه، یکسان است.  zOtˆکه روی نیمساز زاویة  Pمثال: ثابت کنید فاصلة نقطة 

OHPکنیم. در دو مثلث دو عمود رسم می Otو  Ozبر دو ضلع  Pحل: از 


OPKو  


خواهیم داشت:  

OP OP

ˆ ˆH K OHP OPK

ˆ ˆO O

½jIe ¾á Ä»Hp ¦Ä » oU»

¥oTz¶

 




    


 1 2

90

PH PK
oËI¹T¶ ÁHq H Á» U] Iv

 

 نحوة رسم نیمساز یک زاویه

را رسم کنیم. مراحل به صورت زیر است:  zOtˆخواهیم نیمساز زاویة می

قطع کند.  Bو  Aرا در نقاطی مثل  Otو  Ozهای خطزنیم تا نیمو به شعاع دلخواه کمانی می O( به مرکز ۱

 Bو بار دیگر به مرکز  Aباز کرده و یک بار به مرکز  ABخط ( دهانة پرگار را کمی بیشتر از نصف طول پاره۲

قطع کنند.  Pای مانند زنیم تا یکدیگر را در نقطهکمان می
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OAPهای توان اثبات کرد که مثلث( می۳


OBPو  


ˆضلع(، لذا  ۳اند )به حالت تساوی نهشتهم  ˆO O1 2 

است.  zOtˆنیمساز زاویة  OPخواهد بود و در نتیجه 

 درس دوم: استدلال و قضیة تالس

 نسبت و تناسب

 موارد زیر، کاربردی و مهم هستند: 

a c
ad cb

b d
  (۱

a c b d

b d a c
  (۲

d c

a c b a

a bb d

c d




  
 


 (۳

a b c d
( )

a c b d

a cb d
( )

a b c d

Rn¼Å nj KÃ¨oU

Zoh¶ nj KÃ¨oU

 


  
 
  

 (۴

a b c d b a d c
( )

a c b d b d

a c a cb d
( )

b a d c a b c d

IÄ Rn¼Å nj ®ÃñÿU

IÄ Zoh¶ nj ®ÃñÿU

   
 

  
  
    

 (۵

استدلال استقرایی

در این استدلال با مشاهده و بررسی یک موضوع در چند حالت محدود، یک نتیجة کلی در آن موضوع گرفته 

 رسیم. البته نتیجة این استدلال، همیشه درست نیست. شود، یعنی از جزء به کل میمی

ww استدلال استنتاجی
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یرد و نتیجة آن، همیشه درست گایم صورت میها را پذیرفتهاستدلالی است که براساس حقایقی که درستی آن

 شود. چون به کمک قواعد ریاضیاست. مثلاً برای اثبات تمامی اتحادهای ریاضی، از استدلال استنتاجی استفاده می

 د. آیند قضیه نام دارنقابل اثبات هستند. برخی نتایج مهم و پرکاربرد که با استدلال استنتاجی به دست می

p»یا « qگاه آن pاگر »نکته: یک قضیه به شکل  q »باشد که میp  فرض وq  حکم آن است. حال اگر جای

q»یا « pگاه آن qاگر »فرض و حکم را عوض کنیم به گزارة  p »رسیم که عکس قضیه نام دارد. ضمناً اگر می

p»هم  q » و هم«q p » درست باشند، یک قضیة دوشرطی به شکل«p q » اگر »یاp گاه آنq  و

 ایجاد خواهد شد. « qاگر و تنها اگر  p»یا « برعکس

 قضیة تالس

توان ثابت باشد. می BCموازی ضلع  DEفرض کنید در مثلث زیر، خط 

 کرد که: 

AD)رابطة جزء به جزء(  AE

DB EC


DECهای های مثلثکنیم. مساحتوصل می Bبه  Eو از  Cبه  Dاثبات: از 


DEBو  


توان با هم برابرند )چون می 

در هر دو مثلث برابر است(.  DEاست و ضمناً ارتفاع وارد بر  EDها گفت قاعدة هر دوی آن

 ادامة اثبات به این صورت است: 

رابطة جزء به جزء

ADE

DEB

ADE

DEC

EH AD
S AD

S DB
EH DB

AD AE

DB EC
DH AE

S AE

S EC
DH EC




 
 


 
 
  





1

1

2

2

1
2
1
2
1
2
1
2

GHرو مثال: در شکل روبه || BC های خطاست. اندازة پارهAC  وHC  .را به دست آوریدww
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حل: 

AG AH
HC

GB HC HC


     

4 3 3 7 21
7 4 4

جزء به جزء: 

AC AH HC


     
21 12 21 33

3
4 4 4

 تعمیم )گسترش( قضیة تالس )رابطة جزء به کل(

DEدر قضیة تالس دیدیم که اگر  || BC گاه: باشد، آن

AD AE AD AE AD AE
( )

DB EC DB AD EC AE AB AC

Zoh¶ nj KÃ¨oU

    
 

1

AD AE AB AD AC AE DB EC
( )

AB AC AB AC AB AC

Rn¼Å nj ®ÃñÿU
 

     2

کنیم. رسم می ABرا موازی  EFخط حالا پاره

BF AE
EF || AB ( )

BC AC
  3

گیریم که: ( با هم نتیجه می۳( و )۱از مقایسة روابط )

AD AE BF

AB AC BC
 ww
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BFتعمیم یافتة تالس )بسیار مهم(  DE AD AE DE

AB AC BC

  

ها در شود بلکه از نتایج آنیافتة آن، خواسته نمیالبته معمولاً در امتحانات مدارس، اثبات قضیة تالس و تعمیم

 ایم. ها را نیز آوردهکنند ولی چون کتاب درسی، جدید است ما اثباتطرح سؤال استفاده می

 را به دست آورید.  yو  xهای مجهول خطدر شکل مقابل، طول پارهمثال: 

حل: 

AM AN
(MN || BC)

MB NC

 u²IU

Eq  ¾M Eq I] u] ² U
 

y y /
y

      
2 3 15

2 15 7 5
5 2

AM MN
(MN || BC)

AB BC

 u²IU

Eq  ¾M Eq I] u] ² U
 

x
x x     

2 16
7 16

7 8 7

 برهان خلف )برهان غیرمستقیم(

م کنیم حککه مستقیم از فرض شروع کنیم و به درستی حکم برسیم، فرض میدر این استدلال به جای این

ند رخ توانرسیم که هیچ کدام نمینتیجة غیرممکن مینادرست باشد )فرض خلف( سپس به یک تناقض یا یک 

 گوییم که فرض خلف باطل بود و حکم درست است. دهند، لذا در نهایت می

nر مثال: اگ N  وn2 گاه عددی فرد باشد، آنn  .نیز عددی فرد است ww
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ra
pit

ea
ch

.co
m



nرا به صورت  nفرد نیست )زوج است( پس  nکنیم، حل: حکم را غلط فرض می k گیریم. در نظر می 2

 برابر است با:  n2لذا 

n ( k) k n

SwH Z»p

SwH Z»p   2 2 2 22 4

توانست زوج باشد، از ابتدا نمی nگوییم رسیم و میفرد است، لذا به یک تناقض می n2ولی طبق فرض مسئله، 

 پس فرد است. 

عکس قضیة تالس

ADدر شکل مقابل اگر  AE

DB EC
گاه، آنDE || BC .

DEکنیم حکم مسئله غلط است یعنی کنیم. فرض میاثبات: از برهان خلف استفاده می ||BC حال خودمان از .

D  خطی موازیBC کنیم تا رسم میAC  را در نقطةF  :قطع کند. طبق قضیة تالس داریم 

AD AF

DB FC


از طرفی در فرض سؤال داشتیم: 

AD AE

DB EC


گیریم که: و از مقایسة دو تناسب اخیر نتیجه می

AE AF

EC FC


با ترکیب نسبت در مخرج داریم: 

AE AF AE AF
AE AF

EC AE FC AF AC AC
    
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DEاست. لذا از ابتدا فرض خلف یعنی  DEهمان  DFدر واقع بر هم منطبق هستند و لذا  Fو  Eیعنی  ||BC 

DEنادرست بوده و خواهیم داشت:  || BC 

توان خود قضیة تالس و عکس آن را به تذکر: الان ثابت کردیم که عکس قضیة تالس هم درست است، لذا می

 صورت یک قضیة دو شرطی بیان کرد. یعنی: 

خواهیم باشند. در این صورت  ACو  ABبه ترتیب روی  Eو  Dیک مثلث و نقاط  ABCکنیم قضیه: فرض می

 داشت: 

AD AE
DE || BC

DB EC
 

 مثال نقض 

دقت کنید. اگر حتی یک عدد « هر عدد اول، فرد است»کند. به گزارة مثالی است که کلیت یک حکم را باطل می

اول است، ولی زوج است؛ پس با یک مثال،  ۲دانیم عدد شود. میاول پیدا شود که زوج باشد، حکم بالا نقض می

 حکم داده شده را باطل کردیم. 

انستیم مثال نقض بیاوریم به این معنی نیست که حتماً درست است بلکه باید ای نتوتوجه کنید اگر برای گزاره

 در هر مستطیل، اندازة قطرها با هم»بتوانیم با قواعد ریاضی یا هندسه، درستی آن را ثابت کنیم. مثلاً برای گزارة 

 توانیم مثال نقض بیاوریم.نمی« برابرند

 د. ولی برای پذیرش این حکم باید آن را اثبات کر

 هاتشابه مثلث

، ها نیز برابر باشندها مساوی و نسبت اضلاع آناند که زوایای آندانید که دو مثلث وقتی متشابهاز سال نهم می

 یعنی: 
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ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA A , B B , C C

ABC A B C AB AC BC
k

A B A C B C

 
     


    
  

     

 گوییم. نسبت تشابه می kبه 

 هاقضیة اساسی تشابه مثلث

آید اگر خطی موازی یکی از اضلاع مثلث، دو ضلع دیگر را قطع کند، در این صورت مثلث کوچکی که به وجود می

 با مثلث بزرگ اولیه متشابه است. 

 اثبات: 

ˆ ˆ(DE || BC AB) B D» SwH Jn¼¶  

ˆˆ(DE || BC AC) E C» SwH Jn¼¶  

های دو مثلث، با هم برابرند. از طرفی طبق تالس )جزء به پس زاویه

 کل( داریم: 

AD AE DE

AB AC BC
 

 اند. با هم متشابه ABCو  ADEاند، لذا دو مثلث پس اضلاع هم با هم متناسب

 های تشابه دو مثلثحالت

 اند. ( اگر دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از مثلث دیگر برابر باشند، دو مثلث متشابه۱

ر باشند، ها برابهای دو ضلع از مثلث دیگر متناسب باشند و زاویة بین آنهای دو ضلع از مثلثی با اندازه( اگر اندازه۲

ww اند. دو مثلث متشابه
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د. انها متشابههای سه ضلع مثلث دیگر متناسب باشند، آن مثلثههای سه ضلع مثلثی با انداز( اگر اندازه۳

BCمثال: در شکل زیر  || DE های خطاست، اندازة پارهDE  وCA  .را به دست آورید 

حل: 

ˆ ˆ(BC || DE CE) C E» SwH Jn¼¶  

ˆ ˆ(BC || DE BD) B D» SwH Jn¼¶  

اند و داریم: با هم متشابه ADEو  ABCپس دو مثلث 

DE AD AE DE

BC AB AC AC
    

6 4
5 8

DE
DE

AC
AC


   


    



6 5 6 15
5 8 8 4
6 4 4 8 16
8 6 3

الزاویهبرخی روابط طولی در مثلث قائم

ABC( اگر مثلث ۱


ارتفاع وارد بر وتر  AHقائمه باشد و  Aدر رأس  

گاه: آن باشد، آن

ABC ABH AHC
  

  ww
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( خواهیم داشت: ۱ها در قسمت )( از تشابه مثلث۲

AB BC BH

AC BC CH

AH BH CH

 

 

 

2

2

2

( اثبات کرد: ۲های )توان به کمک فرمول( رابطة فیثاغورس را می۳

BC BC

AB AC BC BH BC CH BC(BH CH) BC
pH n¼T¨IÎ

       2 2 2

توان محاسبه کرد: را به دو روش می ABC( مساحت مثلث ۴

AH BC AB AC
S AH BC AB AC

 
     

2 2

در هر قسمت، مجهول را به دست آورید.  ABCالزاویة مثال: در مثلث قائم

aالف(  ? , y , x  4 2  

xب(  y ? , b , a , z    5 3 7 

حل: 

AB BC BH a (x y) x     2 )الف2

a ( ) a
]nm

      2 2 4 2 12 12

AH BC AB AC z (x y) a b       ب(

(x y) x y       
15

7 3 5
7

دو مثلث برابر و نسبتkهای متناظر برابر، نسبت ارتفاعkها برابرباشد، نسبت محیط آنkنکته: اگر نسبت تشابه

wwگاه: باشد، آن ۲که نسبت تشابه برابر خواهد بود. مثلاً در شکل زیر، با فرض آن k2ها برابر مساحت
w.
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A B A C B C
k

AB AC BC

     
    : فرض سؤال  2

A B C

ABC

S
k

S

     2 22 هانسبت مساحت 4

A B C

ABC

P
k

P

     هانسبت محیط2

A H
k

AH

 
   هانسبت ارتفاع2
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ریاضی یازدهم فصل2 نهایی مبحث :

الف( دو پاره‌خط B‏A‏ و D‏C‏ مطابق شکل داده شده‌اند. نقطه‌ای بیابید که از دو نقطه‌ی A‏ و B‏ به یک فاصله باشد و از دو1
نقطه‌ی D‏ و C‏ نیز به یک فاصله باشد.

ب( نقطه‌ی موردنظر در قسمت )الف( را O‏ می‌نامیم. اگر نقطه‌ی O‏ روی عمودمنصفِ پاره‌خط C‏B‏ باشد و G‏ دایره‌ای به
مرکز O‏ و به شعاع A‏O‏ باشد، رأس‌های چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ نسبت به دایره‌ی G‏ چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

الف( نقطه‌ی موردنظر محل برخورد عمودمنصف‌های دو پاره‌خط B‏A‏ و D‏C‏ است.1پاسخ:

ب( چهار نقطه  روی دایره G‏ قرار خواهند داشت. زیرا:
چون O‏ روی عمودمنصف B‏A‏ است پس:  )۱‏(
چون O‏ روی عمودمنصف D‏C‏ است پس:  )۲‏(
چون O‏ روی عمودمنصف C‏B‏ است پس:  )۳‏(

پس طبق روابط ۱‏، ۲‏، ۳‏ خواهیم داشت:  و چون شعاع دایره برابر A‏O‏ است پس حتماً
۴‏ نقطه روی دایره G‏ قرار خواهند داشت.

A, B, C, D

OA = OB

OC = OD

OC = OB

OA = OB = OC = OD

1
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با رسم شکل ثابت کنید فاصله هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع ‌آن زاویه برابر است.2

1پاسخ:

از نقطه‌ی A‏ خارج از خط L‏ خطی بر ‌آن عمود کنید. )با خط کش و پرگار(3

1پاسخ:

طریقه‌ی رسم عمودمنصف یک پاره‌خط را توضیح دهید.4

فرض کنید می‌خواهیم عمودمنصف پاره‌خط B‏A‏ را رسم کنیم، به مرکز  با شعاع یکسان دو کمان طوری رسم1پاسخ:
می‌کنیم که با هم متقاطع باشند. نقاط برخورد این دو کمان از  به یک فاصله هستند، پس روی عمودمنصف

قرار دارند. بنابراین با وصل کردن این دو نقطه به هم عمودمنصف رسم می‌شود.

=Ô ١ Ô ۲

OM

=< ' = ۹۰ ⇒ O H = O H ' ⇒ MH = MH 'Ĥ Ĥ M̂ M̂

A, B

A, B

2
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فرض کنید نقطه‌ی A‏ به فاصلهی ۴‏ سانتی‌متر از خط d‏ باشد. روش رسم هریک از مثلث‌های زیر را توضیح دهید.5
الف( مثلث متساوی‌الساقینی که A‏ یک رأس ‌آن و قاعده‌ی ‌آن بر خط d‏ منطبق باشد.

ب( مثلثی که شرایط )الف( را داشته باشد و طول ساق ‌آن ۶‏ سانتی‌متر باشد.
پ( مثلثی که شرایط قسمت )الف( را داشته باشد و مساحت ‌آن  باشد.

الف( کافی است به مرکز A‏ و شعاعی که اندازه‌اش بیش‌تر از فاصله‌ی A‏ تا d‏ باشد کمانی بزنیم تا خط d‏ را در ۲‏1پاسخ:
نقطه به نام‌های B‏ و C‏ قطع کند. مثلث متساوی‌الساقین C‏B‏A‏ به دست می‌آید.

مثلث C‏B‏A‏ متساوی‌الساقین است.  شعاع دایره  

ب( کافی است کمانی به مرکز A‏ و شعاع ۶‏ سانتی‌متر بزنیم تا خط d‏ را در نقاطی مثل N‏ و M‏ قطع کند، مثلث N‏M‏A‏
متساوی‌الساقین بوده و طول ساق‌های ‌آن ۶‏ سانتی‌متر است.

پ( طبق شکل، H‏A‏ ارتفاع وارد بر قاعده است و داریم:

 

در مثلث متساوی‌الساقین، ارتفاع وارد بر وتر، میانه هم هست لذا:  بنابراین:

 

پس باید به مرکز A‏ و شعاع  کمان بزنیم تا خط d‏ را در نقاط B‏ و C‏ قطع کند، مثلث C‏B‏A‏ جواب است.

با استفاده از خط‌کش و پرگار خطی موازی یک خط از یک نقطه‌ی خارج ‌آن خط رسم کنید. )مراحل رسم را توضیح دهید.(6

مسأله را حل شده فرض می‌کنیم. می‌دانیم که دو خط عمود بر یک خط با هم موازیند. ابتدا از نقطه‌ی A‏ بر خط d‏1پاسخ:
عمودی رسم می‌کنیم  تا ‌آن‌را در نقطه‌ی  قطع کند. سپس از نقطه‌ی A‏ خطی عمود بر'A‏A‏ رسم می‌کنیم.

 و ‌آن‌را 'd‏ می‌نامیم. خط 'd‏ همان خط مطلوب است.

۸cm۲

⇒AB = AC =

مساحت S = = ۸ ⇒ = ۸ ⇒ BC = ۴BC × AH

۲
BC ×۴

۲

BH = HC = ۲

فیثاغورس = = + ⇒ = + = ۲۰AC۲ AH۲ HC۲ AC۲ ۴۲ ۲۲

AC = = = ۲−→
جذر

۲۰−−√ ۴×۵− −−√ ۵√

۲ ۵√

۰/۲۵A '

۰/۲۵
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مراحل رسم نیمساز یک زاویه را به کمک خط کش و پرگار توضیح دهید.7

به مرکز رأس زاویه‌ی )O‏( و به شعاع دل‌خواه یک دایره رسم می‌کنیم که این دایره هرکدام از ضلع‌های زاویه را در1پاسخ:
یک نقطه قطع می‌کند. به مرکز نقاط به‌دست ‌آمده و به شعاع دایره‌ی قبل، دایره‌هایی رسم می‌کنیم. این دایره‌ها

هم‌دیگر را قطع می‌کنند. از محل تقاطع دایره‌ها به O‏ وصل می‌کنیم. پاره‌خط رسم شده، نیمساز زاویه‌ی مذکور
است. 

مثلثی دلخواه رسم کنید و ‌آن‌‌را C‏B‏A‏ بنامید. نیمسازهای دو زاویه‌ی این مثلث را رسم کنید و نقطه‌ی برخورد ‌آن‌‌ها را O‏8
بنامید. از نقطه‌ی O‏ بر سه ضلع مثلث عمود رسم کنید و پای یکی از عمودها را H‏ بنامید. به مرکز O‏ و به شعاعH‏O‏

دایره‌ای رسم کنید. اضلاع مثلث C‏B‏A‏ نسبت به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

چون O‏ روی نیمساز A‏ است پس:  )۱‏(1پاسخ:
چون O‏ روی نیمساز B‏ است پس:  )۲‏(

پس طبق روابط ۱‏، ۲‏ خواهیم داشت:  چون شعاع دایره برابر H‏O‏ است پس حتماً نقاط 
روی دایره قرار خواهند داشت. در نتیجه اضلاع مثلث C‏B‏A‏ مماس بر دایره هستند.

۰/۷۵

OH = OE

OH = OF

OH = OE = OFE, F
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اگر پاره‌خط  باشد، ‌آن‌‌گاه با رسم شکل مناسب به سؤالات زیر پاسخ دهید.9
الف( مکان هندسی نقاطی را مشخص کنید که از پاره‌خط Q‏P‏ به فاصله ۲‏ واحد باشد.

ب( چند نقطه وجود دارد که از P‏ به فاصله ۴‏ و از Q‏ به فاصله ۵‏ واحد باشد؟

الف( در پاره‌خط موازی Q‏P‏ به فاصله ۲‏ سانتیمتر1پاسخ:
ب( باید دو دایره به مرکزیت P‏ به شعاع ۴‏ و به مرکزیت Q‏ به شعاع ۵‏ واحد رسم کنیم و این دو دایره یکدیگر را در

دو نقطه قطع می‌کنند.

ثابت کنید هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره‌خط از دو سر پاره‌خط به یک فاصله است.10

، عمودمنصف خط B‏A‏ را رسم می‌کنیم و نقطه‌ی دلخواهی مانند1پاسخ: پاره‌خط دلخواهی مانند B‏A‏ درنظر می‌گیریم. خط 
M‏ روی ‌آن درنظر می‌گیریم. باید ثابت کنیم فاصله‌ی M‏ از دو نقطه‌ی A‏ و B‏ به یک اندازه است، یعنی

برای اثبات، M‏ را به A‏ و B‏ وصل می‌کنیم. دو مثلث H‏A‏M‏ و H‏B‏M‏ را درنظر می‌گیریم. ثابت می‌کنیم این دو مثلث
همنهشت می‌باشند.

پس سایر اجزای دو مثلث با هم برابرند و در نتیجه  است.

PQ = ۷

Δ

MA = MB

M H ≅M H

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

AH = HB است) AB وسط H)

= = ۹۰°Ĥ ١ Ĥ ۲

MH = MH

− →−−
ض ز ض

A
△

B
△

MA = MB
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در شکل زیر  است. مقدار  را به دست ‌آورید.11

1پاسخ:

، ‌آن‌‌گاه  را حساب کنید.12 اگر 

1پاسخ:

ST || BCx, y

ST || BC ⇒ = , =
AS

SB

AT

TC

AS

AB

ST

BC

= ⇒ ۳y + ۳ = ١۲ ⇒ y = ۳۸
۴

۳y + ۳
۶

= ⇒ ۸x + ۲ = ١۸ ⇒ x = ۲۸

١۲

۶
۴x + ١

= =
x − ١
۲

y + ۵
۳

z − ۲
۴

x + y + ۴
x + y + z + ۲

= = = t ⇒
x − ١
۲

y + ۵
۳

z − ۲
۴

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= t ⇒ x = ۲t + ١x−١
۲

= t ⇒ y = ۳t − ۵y+۵
۳

= t ⇒ z = ۴t + ۲z−۲
۴

= = =
x + y + ۴

x + y + z + ۲
۲t + ١ + ۳t − ۵ + ۴

۲t + ١ + ۳t − ۵ + ۴t + ۲ + ۲
۵t

۹t

۵
۹

6

ww
w.

ra
pit

ea
ch

.co
m



اگر  باشد مقدار x‏ و y‏ را حساب کنید.                        13

چون  است بنابراین طبق قضیه‌ی تالس داریم:1پاسخ:

مقدار x‏ را حساب کنید.                        14

 1پاسخ:

در شکل زیر مطلوب است اندازه C‏D‏:15

                                                

1پاسخ:

BC || DE

BC || DE

= ⇒ = ⇒ + ١۰x + ١۶ = + ۹x + ۲۰ ⇒ x = ۴AB

BD

AC

CE

x + ۲
x + ۴

x + ۵
x + ۸

x۲ x۲

= ⇒ = ⇒ y = ⇒ y =
AB

AD

BC

DE

۶

١۴

y

۲۴
۶×۲۴

١۴

۷۲
۷

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

=AB
AC

x

۶

=BC
AC

x

١۰

− →−−−−
جمع می کنیم

+ = +AB
AC

BC
AC

x

۶
x

١۰

= ⇒ = ⇒ DC = ۶OK

OP

DC

AB

۳
۶

DC

١۲
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هریک از حکم‌های کلی زیر را با یک مثال نقض رد کنید.16
الف( هیچ عدد اولِ بزرگ‌تر از ۷‏۲‏۱‏ وجود ندارد.

ب( مساحت هر مثلث از مساحت هر مربع بیش‌تر است.
پ( در هر مثلث اندازه‌ی هر ضلع از اندازه‌ی هر ارتفاع بزرگ‌تر است.

ت( در هر مثلث میانه و عمودمنصف متناظر بر هر ضلع بر هم منطبق‌اند.

الف( ۱‏۱‏۲‏ عدد اول است و از ۷‏۲‏۱‏ بزرگتر است.1پاسخ:

ب(                        

پ( 

ت( 

با برهان خلف ثابت کنید نمی‌توان از یک نقطه‌ی غیر واقع بر یک خط ، دو عمود بر ‌آن خط رسم کرد.17

)فرض خلف( فرض می‌کنیم از نقطه P‏ خارج خط d‏ دو خط L‏ و 'L‏ بر d‏ عمود هستند.1پاسخ:
، خط d‏ را در دو نقطه A‏ و B‏ قطع می‌کنند. و چون عمود هستند لذا داریم: پس هر دو خط L‏ و 

                        

این متناقض با این است که مجموع زاویه‌های داخلی  است. پس فرض غلط است.

< = ۲×۲ = ۴, = ×۲×۳ = ۳SΔ EFG S□ ABCD⟸S□ ABCD SΔ EFG
١
۲

L '

= , = ۹۰°Â ۹۰̂ B̂

ΔABP : + + = ۹۰° + ۹۰° +Â B̂ P̂ P̂

⇒ + + = ١۸۰° + P°Â B̂ P̂ −→−
>۰P̂

+ + > ١۸۰°Â B̂ P̂

١۸۰°

8
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در ذوزنقه مقابل  است. ثابت کنید: 18
)راهنمایی: یکی از قطرها را رسم کنید.(

قطر C‏A‏ را رسم می‌کنیم نقطه برخورد قطر C‏A‏ با خط T‏S‏ را M‏ می‌نامیم.1پاسخ:

 

 طبق روابط ۱‏ و ۲‏

در هر مورد، مقدار عددی نسبت  را به دست ‌آورید.19

                                                ب(  الف( 

1پاسخ:

AB || ST || DC=
AS

SD

BT

TC

ΔADC : SM || DC ⇒ طبق قضیه تالس ⇒ = (١)AS
SD

AM
MC

ΔCAB : AB || MT ⇒ طبق قضیه تالس ⇒ =MC
AM

CT
TB

⇒ عکس تناسب ⇒ = (۲)
AM

MC

TB

CT

⇒ =
AS

SD

TB

CT

a

b

=
a

١۰ + a

b

۸ + b
=

۳a + ١۰

١۰ + ۲a

۳b + ۷
۷ + ۲b

الف = ⇒ ۸a + = ١۰b + ⇒ ۸a = ١۰b ⇒ = ⇒ =
⎞

⎠
a

١۰ + a

b

۸ + b
ab ab

a

b

١۰

۸
a

b

۵
۴

ب = ⇒ ۲١a + + + ۲۰b = ۳۰b + + + ١۴a
⎞

⎠

۳a + ١۰

١۰ + ۲a

۳b + ۷
۷ + ۲b

۶ ab ۷۰ ۷۰ ۶ ab

⇒ ۲١a − ١۴a = ۳۰b − ۲۰b ⇒ ۷a = ١۰b ⇒ =
a

b

١۰

۷
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در شکل زیر، Q‏P‏ با C‏B‏ موازی است، مقادیر x‏ و y‏ را محاسبه کنید.20

                                                

با توجه به قضیه تالس داریم:1پاسخ:

با توجه به تعمیم قضیه تالس داریم:

ثابت کنید در هر مثلث پاره‌خطی که وسط های دو ضلع را به هم وصل کند، با ضلع سوم موازی و مساوی نصف ‌آن21
است.

1پاسخ:

= ⇒ = ⇒ ۴ = ١۰۰ ⇒ = ۲۵ ⇒ x = ۵AP

BP

AQ

CQ

۴x

۵
۲۰
x

x۲ x۲

= ⇒ = ⇒ = ⇒ y − ١۰ = ۲۵ ⇒ y = ۳۵AQ

AC

PQ

BC

۲۰
۲۰ + x

x + ١۵

y − ١۰

۲۰
۲۵

۲۰

y − ١۰
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در شکل مقابل، x‏ و y‏ را محاسبه کنید.                        22

                        1پاسخ:

عکس قضایای زیر را بنویسید.23
الف( قضیه: اگر یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع باشد، ‌آن‌گاه قطرهایش یک‌دیگر را نصف می‌کنند.

ب( قضیه: اگر دو مثلث هم‌نهشت باشند ‌آن‌گاه مساحت‌های ‌آن‌‌ها برابر است.

الف( اگر یک چهارضلعی قطرهایش یک‌دیگر را نصف کنند، متوازی‌الاضلاع است.1پاسخ:
ب( اگر دو مثلث مساحت برابر داشته باشند، هم‌نهشت هستند.

با استفاده از برهان خلف، ثابت کنید که  گنگ است.24

1پاسخ:

  

پس a‏ ، b‏ هر دو مضربی از ۳‏ هستند و نسبت به هم اول نیستند، پس به تناقض رسیده و حکم اصلی درست
است. 

= ⇒ + ۲x = + ١/۵x + ۰/۵x

x+١
x+۰/۵

x+۲
x۲ x۲

۰/۵x = ۰/۵ ⇒ x = ١

= ⇒ M =
M

۵
۲
۳

١۰

۳

= ⇒ N =
N

۸
١/۵
۴/۵

۸
۳

y = M+N = + = ۶
١۰

۳
۸
۳

۳√

برهان خلف : ∈Q ⇒ = , (a, b) = ١ ⇒ ۳ = ⇒ = ⇒ (a = ۳k)۳√ ۳√ a

b

a۲

b۲
a۲ ۳b۲

۰/۲۵۰/۲۵۰/۲۵

⇒ = ⇒ = ⇒ (b = ) ⇒ (a, b) = ۳(۳k)
۲ ۳b

۲ ۹k
۲ ۳b

۲ ۳k
'

۰/۲۵

۰/۲۵
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با استفاده از روش استدلالی برهان خلف، حکم زیر را ثابت کنید:25
اگر  مضربی از ۰‏۱‏ باشد، نشان دهید که n‏ نیز مضربی از ۰‏۱‏ است.

1پاسخ:

یعنی  مضرب ۰‏۱‏ نیست پس متناقض با فرض مسئله است یعنی فرض خلف غلط است.

در شکل مقابل، اگر  ،  و  باشد، با استفاده از قضیه‌ی تالس، طول  را26
پیدا کنید.

                        1پاسخ:

. اگر  طول  را حساب کنید.27 در شکل زیر دو مثلث  و  متشابه‌اند و 

                                                

در دو مثلت متشابه نسبت ارتفاعهای نظیر با نسبت تشابه برابر است.1پاسخ:

n۲

فرض خلف : n = مضرب نباشد۱۰ ⇒ n = ١۰k + r, r ≠ ۰

n۲

DB = ۳۰mDE = ۲۰mDM = ١۰۰mBA

EM = DM − DE = ١۰۰ − ۲۰ = ۸۰

EB ||AM = ⇒ = ⇒ BA = ⇒ BA = ١۲۰−→
تالس

DB
BA

DE
EM

۳۰
BA

۲۰
۸۰

۳۰×۸۰
۲۰

DEFGHIGK = DJ
۳
۲

HI = ۲۰EF

H I~D F ⇒ = ⇒ = ⇒ EF =G
△

E
△ GK

DJ

HI

EF

۳
۲

۲۰
EF

۴۰
۳
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. طول  و را پیدا کنید.28 در شکل مقابل، 

1پاسخ:

نشان دهید در هر مثلث قائم‌الزاویه ارتفاع وارد بر وتر میانگین هندسی بین دو قطعه‌ی ایجاد شده روی وتر است.29

دو مثلث  و  را در نظر می‌گیریم.1پاسخ:

پس ارتفاع وارد بر وتر میانگین هندسی بین دو نقطه‌ی ایجاد شده روی وتر است.

‌آیا دو مثلث زیر با هم متشابه‌اند؟30

دو مثلث متشابه هستند زیرا زوایای نظیر در ‌آنها برابرند.1پاسخ:

= B EĈ D̂xy

} ⇒ B E~A C ⇒ = =
= B EĈ D̂

=B̂ B̂
D
△

B
△ BD

BC

ED

AC

BE

AB

⇒ = = ⇒
١۸

۲۴ + x

y

۲۴
۲۴
۴۸

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= ⇒ ۲۴ + x = ۳۶ ⇒ x = ١۲
١۸

۲۴+x

١
۲

= ⇒ ۲y = ۲۴ ⇒ y = ١۲y

۲۴
١
۲

A HB
△

A HC
△

} ⇒ } ⇒ A H~A H ⇒ = ⇒ = BH × CH
+ = ۹۰°Ĉ Â ١

+ = ۹۰°Â ۲ Â ١

=Ĉ Â ۲

=Ĥ ١ Ĥ ۲

B
△

C
△ AH

BH

CH

AH
AH۲
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‌آیا دو مثلث زیر با هم متشابه‌اند؟31

1پاسخ:

باید اضلاع نظیر متناسب باشند. پس دو مثلث متشابه نیستند.

در مثلث قائم‌الزاویه زیر، اندازه پاره‌خطهای خواسته شده را به دست ‌آورید.32

 

1پاسخ:

مقدار x‏ را حساب کنید.33

                                                

در مثلث قائم‌الزاویه  داریم:1پاسخ:

 

≠ ≠ ⇒ A C EFG
۳
۲

۵
۳

۶
۴

B
△

~

BH = ۹ , AH = ۶
BC = ?

AC = ?

= BH ×HC ⇒ ۳۶ = ۹×HC ⇒ HC = ۴ ⇒ BC = ١۳AH۲

= HC ×BC ⇒ = ۴×١۳ ⇒ AC = ۲AC۲ AC۲ ١۳
−−

√

A CB
△

= + ⇒ = + ⇒ = ۲۵ ⇒ y = ۵BC۲ AB۲ AC۲ y۲ ۳۲ ۴۲ y۲

AH ×BC = AB ×AC ⇒ x×۵ = ۳×۴

⇒ x = = ۲/۴
١۲

۵
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34                         مقدار x‏ را حساب کنید. 

این دو مثلث بنا به دو زاویه برابر متشابه هستند.1پاسخ:

35                        : در شکل زیر مطلوب است محاسبه 

1پاسخ:

( AB || CD )

{ ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ − x = ۲x + ۴
=Ô ١ Ô ۲

=Â D̂

AB

CD

BO

OC

x

۸
x + ۲
۴x − ۴

x

۲
x + ۲
x − ١

x۲

⇒ − ۳x − ۴ = ۰ ⇒ (x − ۴)(x + ١) = ۰ ⇒x۲
⎧
⎩⎨

x = ق ق۴

x = غ ق ق١−

S
A ED
△

S
A CB
△

= = = =
S

A ED
△

S
A CB
△

AD × AE Sin A
١
۲

AB × AC Sin A
١
۲

AD × AE

AB × AC

۳×۵

١۰×۹

١
۶
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در شکل زیر مساحت ناحیه هاشور زده چه کسری از مساحت ذوزنقه F‏E‏B‏A‏ است؟ 36

1پاسخ:

از A‏ عمود H‏A‏ را بر F‏E‏ وارد می‌کنیم در این صورت:                        

( DC || EF )

DC = ⇒ ۲/۵ = ⇒ ۳AB = ١۰ − ۴ = ۶ ⇒ AB = ۲AD ×EF + DF × AB

AF

١×۴ + ۳AB

۴

= =
AH '
AH

AD

AF

١
۴

= = = × = × =
S

A DB
△

SABEF

AH '× AB
١
۲

(AB + EF )× AH
١
۲

×۲×AH '١
۲

×۶× AH
١
۲

١
۳

AH '
AH

١
۳

١
۴

١

١۲
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در هر قسمت تشابه مثلث‌ها را ثابت کنید و مقادیر x‏ و y‏ را مشخص نمایید.37

                        ب(  الف( 

پ( 

الف( چون  پس سه ضلع متناسب هستند در نتیجه دو مثلث متشابه‌اند بنابراین زاویه‌های1پاسخ:
متناظر ‌آن‌‌ها برابر است پس:

 

ب( چون  و  پس بنا به حالت تناسب دو ضلع و برابر زاویه بین این دو ضلع این دو مثلث

متشابه‌اند. در نتیجه سه ضلع متناسب هستند. پس داریم:

                        

پ( چون  و  پس بنا به حالت برابری دو زاویه این دو مثلث متشابه‌اند. در نتیجه سه
ضلع متناسب هستند. لذا داریم:

= = = ۲۲a

a

۲b

b

۲c

c

x + ۶۰° + ۲۰° = ١۸۰° ⇒ x = ١۸۰° − ۶۰° − ۲۰°

⇒ x = ١۰۰°

= = ۲۶
۳

۴
۲

=Ĉ ١ Ĉ ۲

۲ = = = ⇒ = ۲ ⇒ x = ۵۶
۳

۴
۲

x

۲/۵
x

۲/۵

= = ۹۰°B̂ D̂=Ĉ ١ Ĉ ۲

= =
١۶

x

١۲

۴
y

۲۰

۳

⎧

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= ⇒ x = ⇒ x =
١۶

x

١۲

۴

١۶×۴

١۲

١۶

۳

= ⇒ y = ⇒ y =
١۲

۴
y

۲۰

۳

١۲×
۲۰

۳

۴

١۲×۲۰

۴×۳
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⎩⎪
⇒ y = ۲۰

در شکل زیر  اگر  و  و  مجهولات را بیابید.38

                        1پاسخ:

در شکل زیر، مقادیر مجهول را محاسبه کنید.39

                                                

در مثلث C‏B‏A‏ می‌توان نوشت:1پاسخ:

حال با به کار بردن قضیه فیثاغورس در هر دو مثلث قائم‌الزاویه‌ی H‏B‏A‏ و H‏C‏A‏ داریم:

B E = A BD̂ ĈBE = AC = ١۲BD = ١۰AB = ۴۰

( = B E, = ) ⇒ B E~A CĈ D̂ B̂ B̂ D
△

B
△

⇒ = =
١۲

۴۰
y

١۲

١۰

x+١۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

۴۰y = ١۴۴ ⇒ y =
١۸

۵

١۲x + ١۴۴ = ۴۰۰ ⇒ x =
۶۴
۳

= BH ×CH ⇒ = ۴×۹ ⇒ y = ۲×۳ = ۶AH۲ y۲

ABH : = + ⇒ = + ⇒ x = = = ۲AB۲ AH۲ BH۲ x۲ ۶۲ ۴۲ ۵۲
−−

√ ۴×١۳
− −−−

√ ١۳
−−

√

ACH : = + ⇒ = + ⇒ z =AC۲ AH۲ CH۲ z۲ ۶۲ ۹۲ ١١۷
−−

√
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در شکل مقابل  می‌باشد.40
الف( ثابت کنید دو مثلث E‏B‏A‏ و D‏EC‏ متشابه هستند.

ب( نسبت مساحت‌های دو مثلث را به دست ‌آورید.

‌آ(                        1پاسخ:
ب( نسبت مساحت‌های دو مثلث متشابه با مربع نسبت تشابه برابر است.

AB || CD

DC |AB| ⇒ = , = A E~D ED̂ B̂ Â Ĉ − →−−−−−
تساوی دو زاویه

B
△

C
△

= ⇒ = ⇒ x(x + ۴) = (x + ١)(x + ۲) ⇒ + ۴x = + ۳x + ۲DE

BE

CE

AE

x

x + ۲
x + ١
x + ۴

x۲ x۲

⇒ x = ۲ ⇒ k = = = ⇒ = =
DE

BE

x

x + ۲
١
۲

SDEC

SAEB
k۲ ١

۴
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