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نامة توپ برای شب امتحاندرس  
 علی داودوندی 

کنکور ریاضی 16رتبه 
مدرس ریاضی رپیتیچ

پایه دوازدهممثلثات:  2فصل 

: تناوب و تانژانت6درس 

تابع متناوب

وجود داشته باشد به طوری که برای هر  Tگوییم که عددی مثبت مانند را در صورتی متناوب می fتابع 

fx D:شرط مقابل را داشته باشیم دو

f(x T) D

f (x T) f (x)

 


 

fنامیم. مثلاً دورة تناوب تابع می fرا دورة تناوب  Tترین عدد مثبت کوچک (x) sin x  برابر2  است، زیرا

f(xاست پس  Rدو شرط بالا را دارد یعنی اولاً دامنة تابع برابر  ) D  2  ًاست و ضمنا

sin(x ) sin x  2 باشد. پس نمودار تابع میsin x  در هر بازه به طول2 شود: عیناً تکرار می

yنکتة مهم: در توابع  asin bx c   وy acosbx c   مقدار ماکزیمم برابر| a | c  و مقدار مینیمم برابر

| a | c و دورة تناوب برابرT
| b |



2

همواره داریم:می ضمناً maxباشد. min
c




2
در تابع . مثلاً

y cos x  3 2 خواهیم داشت:1

max | | min | |            3 1 4 3 1 3 1 2

T
| b | | |

 
   
2 2
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:نکته مهم

0
sin( )

0

0
cos( )

0

ab
a bx c

ab

a
a bx c

a

  
  

 

  
  

 

fمثال: نمودار زیر مربوط به تابع  (x) acosbx c   است. مقادیرa ،b  وc  .را به دست آورید

پاسخ: 

max max min ( )
c

min

   
   

 

2 2 2
0

2 2 2

max | a | c | a | | a | a         2 0 2 2

fولی با توجه به شکل، چون  ( )  0 aباشد فقط می 2  2 چنین با توجه به شکل، دورة قابل قبول است. هم

 است، لذا:  2تناوب برابر 

T | b | b
| b | | b |

 
        
2 2

2 1 1
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  تانژانت

ها نام دارد. برای یافتن در شکل مقابل، محور تانژانت TTمحور 

دهیم تا را امتداد می OMخط ، پارهای مثل مقدار تانژانت زاویه

 ANخط قطع کند اندازة پاره Nای مثل ها را در نقطهمحور تانژانت

 باشد. می tanهمان 

مبدأ تانژانت است.(  A)نقطة 

اگر 
 

2
خط تعریف نشده است چون اگر پاره tanباشد،  

OMمحور نمیTTرا امتداد دهیم پسرا قطع tanکند؛


2
تعریف نشده است.  

yبا توجه به توضیحات بالا تابع  tan x رو به صورت روبه

yباشد. ضمنا تابع قابل رسم می tan x  متناوب است و

Tدورة تناوب آن    چنین دامنه و برد تانژانت است، هم

 به صورت زیر است: 

y yD {x R | x k ,k Z} , R R


     
2

yمثال: تابع tan xدر بازة[ , ]0 است یا نزولی؟2 صعودی

)های پاسخ: با توجه به نمودارهای که رسم کردیم واضح است که تابع در بازه , )


0
2

 ،( , )
 3
2 2

و  

( , )



3

2
2

]اکیداً صعودی است ولی در کل بازة   , ]0 غیریکنوا است )نه صعودی است، نه نزولی(؛  2

xثلاً در نزدیکی چون م



2

رود. )به می و شاخة سمت راست به  شاخة سمت چپ به  

xدو طرف 



2

به طور کلی در بازه هایی اکیدا رود. می ناگهان به  در شکل توجه کنید.( یعنی از  

 صعودی است که هیچ مضرب فردی از

2
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tanتغییرات  x  ناحیة دایرة مثلثاتی ۴در

tanشود پس در هر ربع دایره، آن زاویه هم زیاد می tanدر هر ربع دایرة مثلثاتی، با زیاد شدن مقدار زاویه،  x 

y»اکیداً صعودی است. توجه کنید اگر گفته شود:  tan x  در بازة( , )0 گوییم ، می«صعودی است یا نزولی؟

)چون بازة  نه صعودی است، نه نزولی؛ , )0 باشد. شامل دو ناحیة مختلف می

 : معادلات مثلثاتی2درس 

)های مثلثاتی زوایای دو برابر کمان نسبت )2

sinبرای محاسبة  2  وcos 2 های مثلثاتی زاویة به کمک نسبتکنیم: ، به صورت زیر عمل می 

sin cos
sin sin cos

  ÏH¼w ¸T¶ nj o¬H

.kÃ¹¨ ½jIÿTwH oÄp Ï¼¶oÎ pH kÄkÄj

 
   2 2

sin cos sin   
1

2
2

cos cos sin cos sin        2 2 2 22 2 1 1 2

tan( )
tan( )

tan ( )


 

 2
2

2
1

sinمثال: مقادیر  15  وcos 15  وtan 15  .را حساب کنید

 کنیم: های قبل استفاده میکنیم و از فرمولفرض می را  15پاسخ: 

cos sin cos ( ) sin       2 22 1 2 2 15 1 2 15

cos sin sin       2 23
30 1 2 15 1 2 15

2

sin sin


      2 23 2 3
2 15 1 2 15

2 2

sin sin


      2 23 2 3
2 15 1 2 15

2 2

sin sin
nm]

  
      2 2 3 2 3 2 3

15 15
4 4 2

سال کههای قبل میضمناً از cosدانیم sin   2 wwلذا:21
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ra
pit

ea
ch

.co
m



cos sin
   

       2 2 2 3 4 2 3 2 3
15 1 15 1

4 4 4

cos
nm]

 
   

2 3 2 3
15

4 2

sin
tan

cos


 

   
  

2 3
15 2 3215
15 2 3 2 3

2

sinای حاده وزاویهمثال: اگر 
3
5

sinباشد، حاصل 2 وcos 2.آورید را به دست

پاسخ: 

sin

cos sin cos


       
3

2 2 25 9 16
1 1

25 25

cos cos n .SwH ½jIem]       
4 4
5 5

sin sin cos ( )( )     
3 4 24

2 2 2
5 5 25

cos cos sin      2 2 16 9 7
2

25 25 25

 معادلات مثلثاتی

های مثلثاتی را کاهش ها و اتحادهای مثلثاتی، تعداد نسبتبرای حل معادلات مثلثاتی، ابتدا به کمک فرمول

 دهیم تا دو طرف معادله، سینوس یا هر دو طرف معادله کسینوس باشند سپس خواهیم داشت: می

x k
sin x sin

x k

 
  

  

2

2

cosx cos x k   2

اعداد صحیح را  kهای خاصی مدنظر باشد به گوییم ولی اگر جوابهای کلی )عمومی( میهای بالا جواببه جواب

های خاص معادلات سینوسی و هایی که در یک بازة خاص هستند به دست آیند. حالتxدهیم تا نسبت می

ww اند از: کسینوسی هم عبارت
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cosx x k   1 2 sin x x k


   1 2
2

 

cosx x k    1 2 sin x x k


    1 2
2

 

cos x x k


   0
2

 sin x x k   0 

 

sinهر عبارت دیگری هم ممکن است بیاید؛ مثلاً اگر  xتذکر: در تمام معادلات بالا به جای  x 3 باشد،  1

xگاه: آن k


 3 2
2

kو در نتیجه:  
x

 
 
2
3 6

 

هایی که در بازة ها را به دست آورید. در قسمت )ت( جوابهای کلی آنمثال: معادلات زیر را حل کرده و جواب

[ , ]   .هستند را به دست آورید 

cos x  24 1 sin )ب 0 x sin x 3 2  )الف 0

sin t sin t  22 1 sin )ت 0 x  24 3  )پ 0

sin x cosx4 ج( x
cos x cos 2 0

2
 )ث 

 پاسخ: 

sin الف(  x sin x


3 2 

x k x x k

x k x x k

k
x

    


        


   


5

3 2 2 2

3 2 2 5 2

2
5 5

 

cos x cos x cos x
m]n

      2 2 1 1
4 1 0

4 2
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cos x cos x k

cos x cos( ) cos x k






      




  
       




1
2

2 3 3

1 2 2
2

2 3 3 3

 

cosدر معادلة  x  
1
2

cosگوییم ابتدا می 


3
1شود می 

2
)، حالا به خاطر وجود علامت  ) گوییم که: می 

 
   

2
3 3

 

 پ( 

sin x sin x sin x
m]n

      2 2 3 3
4 3 0

4 2
 

x k

sin x sin

x k

x k ( )

sin x sin ( )

x k ( )

.kÄA Â¶ ¾Ä»Hp SzQ ¾M Âÿ¹¶



 
   

    
    

 


      
     

    
 

2
3 3
2 3

2
3

2
3 3
2 3

2
3

 

 ت( 
a b c

sin t sin t b ac
  

       2 22 1 1 0 4 9 

b
sin t

a

    
  

1 3
2 4

 

k

k

k

t k t

sin t sin

t k t

sin t t k t
Ii S²Ie|

 





  
     

   
       


  

       


0

0

0

2
6 6

56
2

6 6

1 2
2 2

 

 ث( 
x x

cos x cos cos( )



   2
2 2
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x k
x k x

x
x k ( )

x k
x k x

 
     

     
       



4 2
2 2

2 5 52 2
4 22

2 2
2 3 3

 

sin ج(  x cos x sin ( x)




  4

2
 

k
x k x x

k
x k ( x) x

  
     

 
         



2
4 2

2 5 10
2

4 2
2 3 6

 

بود به کمک زاویة  cosو یک طرف  sinدقت کنید که در این معادله، چون یک طرف 

2
کسینوس را به  

 تبدیل کنید و بنویسید:  cosرا به  sinتوانستید نام شوند. البته میسینوس تبدیل کردیم تا دو طرف هم

)cosادامة حل  x) cos x



  4

2
 

جا، زاویة سمت راست را فرض کنیم یا زاویة سمت چپ را ولی ما همه ضمناً مهم نیست زاویة سمت راست را 

 ایم. فرض کرده 
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مثلثات دوازدهم نهایی مبحث :

دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع زیر را به دست  آورید.1

1پاسخ:

ضابطه تابعی به صورت  را بنویسید که دوره تناوب  آن ۲ ، مقدار ماکزیمم  آن ۳  و مقدار مینیمم2
 آن ۱ - باشد.

1پاسخ:

تنها نوشتن یکی از ضابطه های بالا کافی است.

نمودار زیر قسمتی از نمودار تابع  است. حاصل a b  را بیابید.3

1پاسخ:

با توجه به نمودار تابع، a b  باید عدد منفی شود بنابراین 

y = − Sin( x)۳√ π

۲

T = ⇒ T = ۴ Max : |a| + c = ١ +
۲π

|b|
۳√

Min : − |a| + c = −١ + ۳√

y = a Cos bx + c

T = = ۲ ⇒ |b| = π
۲π

|b|

|a| = ۲ , c = ١ ⇒ y = −۲Cos (πx) + ١ یا y = ۲Cos (πx) + ١

y = a Sin bx + ١

= ۴π ⇒ b = ±
۲π

|b|

١
۲

|a| = = ۲ ⇒ a = ±۲
۳ − (−١)

۲
ab = −١

1
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، b  و c  را به دست  آورید.4 نمودار تابع با ضابطه  به صورت زیر رسم شده است. مقدار 

1پاسخ:

نمودار تابع  به صورت مقابل است. حاصل  را به دست  آورید. 5

1پاسخ:

دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع  را به دست  آورید.6

1پاسخ:

y = a Cos bx + ca

۲T = − (− ) = ۴π ⇒ T = ۲π ⇒ = ۲π ⇒ b = ±١۷π

۲
π

۲
۲π

|b|

c = = ١
۴ + (−۲)

۲

⇒ a = −۳

|a| = = ۳۴−(−۲)

۲

⇒ a < ۰
x = در۰

مینیمم دارد

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f(x) = a + Cos bxa + b(b > ۰)

Max = ۴ ⇒ a + ١ = ۴ ⇒ a = ۳

T = ۲π : = ۲π ⇒ |b| = ١ ⇒ b = ١ a = ۳ a + b = ۴۲π

|b|

y = ۳Cos (πx) + ۲

T = = = ۲۲π

|b|

۲π

|π|
max = |a| + c = ۵ min = − |a| + c = −١

2
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نمودار داده شده مربوط به تابعی با ضابطه  است. مقادیر a  و b  و c  را محاسبه کنید و ضابطه  آن را7
مشخص نمایید.

1پاسخ:

معادله ی یک تابع سینوسی  را بنویسید که برد  آن  و دوره تناوب اصلی  آن ۲  است.8

1پاسخ:

y = a Sin bx + c

{ ⇒ c = ۲, a = ±۳|a| + c = ۵
− |a| + c = −١

۴π = ⇒ |b| = ⇒ b = ± ⇒ y = ۳ Sin + ۲, y = −۳ Sin(− ) + ۲۲π

|b|

١
۲

١
۲

x

۲
x

۲

y = a Sin ( bx ) + c[−۴, ۴]

⇒ y = ±۴ Sin (±πx)
|b| = = π ⇒ b = ±π

۲π

۲

|a| = = ۴ ⇒ a = ±۴۴−(−۴)

۲

c = = ۰
۴ + (−۴)

۲

3
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نمودار زیر برای تابعی با ضابطه  است. با دقت به شکل نمودار و تشخیص دوره تناوب و9
مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع، ضابطه  آن  را مشخص کنید.

1پاسخ:

ضابطه تابعی سینوسی یا کسینوسی با دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم داده شده را بنویسید.10

1پاسخ:

f(x) = a Cos bx + c

|a| = = ۲ ⇒ a = −۲
۲ − (−۲)

۲

|b| = = ١ ⇒ b = ١ f(x) = −۲Cos x
۲π

۲π

c = = ۰
۲ + (−۲)

۲

T = , max = ۴, min = −۲
π

۴

= |a| + c = ۴ymax

= − |a| + c = −۲ymin

⇒ ۲c = ۲ ⇒ c = ١ ⇒ |a| = ۳ ⇒ a = ۳

T = = ⇒ b = ۸۲π

|b|

π

۴
y = a Sin ( bx ) + c ⇒ y = ۳ Sin (۸x) + ١

4
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با توجه به نمودار داده شده جدول زیر را کامل کنید.11

این یک تابع  با ضریب منفی است و مینیمم  آن ۴ - و با توجه به شکل ماکزیمم باید ۶  باشد یعنی ۵  واحد1پاسخ:
بالاتر از یک و یک چهارم تناوب  است در نتیجه تناوب  است.

جای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.12
- برد تابع تانژانت  برابر ....... است.

R 1پاسخ:

Sin

π۴π

= |a| + c = ۶ymax

= − |a| + c = −۴ymin

⇒ ۲c = ۲ ⇒ c = ١ ⇒ |a| = ۵ ⇒ a = −۵

T = = ۴π ⇒ b =
۲π

b

١
۲

y = −۵ Sin( ) + ١x

۲

y = tg x

5
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نمودار زیر مربوط به تابعی با ضابطه  است. با توجه به نمودار، ضابطه  آن را مشخص کنید.13

1پاسخ:

یا                        

جای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.14
دامنه تابع با ضابطه ی  به صورت  است.

1پاسخ:

دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع  را محاسبه کنید.15

1پاسخ:

در جای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.16
دوره ی تناوب اصلی تابع  برابر ....... است.

1پاسخ:

y = a Cos bx + c

c = = ۳۵ + ١
۲

|a| = = ۲ a > ۰, a = ۲۵ − ١
۲

b = = ⇒ y = ۲Cos( ) + ۳۲π

۴π

١
۲

x

۲

⇒ y = ۲Cos(− ) + ۳x

۲

y = tg x{x ∈R|x ≠. . . }

x ≠ kπ + : k ∈z
π

۲

y = − π Cos x۵√ ١
۲

max = π + , min = −π + , T = = ۴π۵√ ۵√ ۲π

١
۲

y = tg x

π

6
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کدام یک از جملات زیر درست و کدام یک نادرست است؟17

الف) تابع تانژانت در بازه  اکیداً صعودی است.

ب) نقاطی به فرم  در دامنه تابع تانژانت قرار دارند.

الف) درست                                                ب) نادرست1پاسخ:

دامنه تابع  را حساب کنید.18

1پاسخ:

در تابع  تناوب، بیش ترین و کم ترین مقدار تابع را حساب کنید.19

1پاسخ:

در تابع  تناوب، بیش ترین و کم ترین مقدار تابع را حساب کنید.20

1پاسخ:

( , )π

۲
۳π

۲
x = kπ + , (k ∈Z)

π

۲

f(x) = tg (۵πx)

۵πx ≠ kπ + x ≠ + ⇒ D = x|x ∈R, x ≠ +
π

۲
− →−
÷(۵π) k

۵
١

١۰

⎧
⎩⎨

k

۵
١

١۰

⎫
⎭⎬

f(x) = π Cos( ) + ١
πx

۲

T = = ۴۲π

∣
∣

π

۲
∣
∣

{ = π(١) + ١ = π + ١ymax

= π(−١) + ١ = −π + ١ymin

f(x) = ۳Cos x Sin x − ۳ Sin x Cos x + ١۳ ۳

{Cos ۲α = Cos α − Sin α۲ ۲

Sin ۲α = ۲ Sin α Cos α

f(x) = ۳Cos x Sin x( Cos x − Sin x) + ١ ⇒ f(x) = ۳( Sin ۲x)Cos ۲x + ١۲ ۲ ١
۲

T = = ⇒ T =
۲π

|۴|

۲π

۴
π

۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= (١) + ١ =ymax
۳
۴

۷
۴

= (−١) + ١ =ymin
۳
۴

١
۴

7
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در تابع  تناوب، بیش ترین و کم ترین مقدار تابع را حساب کنید.21

1پاسخ:

تناوب تابع  را حساب کنید.22

1پاسخ:

ضابطه ی مربوط به هریک از نمودارهای داده شده را بنویسید.23

1پاسخ:

f(x) = ۲Cos x − ۲ Sin x + ۳۲ ۲

Cos ۲α = Cos α − Sin α۲ ۲

f(x) = ۲( Cos x − Sin x) + ۳ ⇒ f(x) = ۲Cos ۲x + ۳۲ ۲

T = = = π
۲π

|۲|

۲π

۲

{ = ۲(١) + ۳ = ۵ymax

= ۲(−١) + ۳ = ١ymin

y = tg ۳x

T = =
π

|۳|

π

۳

max(الف = ۳, min = −١, T = ۴π

c = = ١, a = = ۲, |b| = = =
۳ + (−١)

۲
۳ − (−١)

۲
۲π

T

۲π

۴π

١
۲

y = ۲ Sin( x) + ١١
۲

max(ب = ۲, min = −۴, T = π

c = = −١, a = = ۳, |b| = = = ۲
۲ + (−۴)

۲
۲ − (−۴)

۲
۲π

T

۲π

π

y = −۳Cos (۲x) − ١
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با توجه به محورهای سینوس و تانژانت، در موارد زیر مقادیر  و  را با هم مقایسه کنید:24

الف)                                                 ب) 

الف) در ربع اول هم سینوس و هم تانژانت صعودی است.1پاسخ:

 

ب) در ربع چهارم هم سینوس و هم تانژانت صعودی است.

 

دامنه تابع  را به دست  آورید.25

1پاسخ:

Sin αtg α

۰ < α <
π

۲
< α < ۲π

۳π

۲

y = ۵ − ۲ tg (πx)

y = ۵ − ۲ tg (πx) ⇒ πx ≠ kπ + x ≠ k +
π

۲
−→−
÷(π) ١

۲

D = {x|x ∈R, x ≠ k + }١
۲
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هریک از توابع داده شده را با نمودارهای زیر نظیر کنید.26

الف)                                                 ب) 

پ)                                                 ت) 

1پاسخ:

y = Sin πxy = ۲ − Cos x
١
۲

y = Sin ۲xy = ١ − Cos ۲x
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با توجه به ضابطه الف باید واحدهای محور طول تغییر کند.

دوره تناوب و ماکزیمم و می نیمم هریک از توابع زیر را به دست  آورید.27

الف)                         ب) 

می دانیم برای توابع  و  داریم:1پاسخ:

الف)                        

ب)                        

نشان دهید تابع زیر متناوب است و دوره ی تناوب(دوره ی تناوب اصلی)  آن را تعیین کنید.28
                        

1پاسخ:

نشان دهید تابع زیر متناوب است و دوره ی تناوب(دوره ی تناوب اصلی)  آن را تعیین کنید.29
                        

1پاسخ:

معادله مثلثاتی  را حل کنید.30

1پاسخ:

y = ۳ + ۲Cos( x)π

۲
y = ۳ − Sin(− x + π)١

۲

SinCos

} ⇒ = |a| + c, = − |a| + c, T =
y = a Sin ( bx ) + c

y = a Cos ( bx ) + c
ymax ymin

۲π

|b|

= |۲| + ۳ = ۵, = − |۲| + ۳ = ١, T = = ۴ymax ymin

۲π
π

۲

= |−١| + ۳ = ۴, = − |−١| + ۳ = ۲, T = = ۴πymax ymin

۲π

١
۲

y = ۲ − tan (x)

f(x + c) = f(x) → ۲ − tg (x + c) = ۲ − tg x → tg (x + c) = tg x → x + c = kπ + x

→ c = kπ → T = π

y = ١ + Cos (x)۲

f(x) = ١ + Cos x → f(x) = ١ + = + Cos ۲x۲ ١ + Cos ۲x

۲
۳
۲

١
۲

f(x + c) = f(x) → + Cos (۲x + ۲c) = + Cos ۲x → Cos (۲x + ۲c) = Cos ۲x
۳
۲

١
۲

۳
۲

١
۲

→ ۲x + ۲c = ۲kπ + ۲x → c = kπ ⇒ T = π

۲ Sin x Cos x =
۳√

۲

Sin ۲x = Sin
π

۳

{ k∈Z{ k ∈Z
۲x = ۲kπ + π

۳

۲x = ۲kπ + π − π

۳

x = kπ + π

۶

x = kπ + π

۳
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درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.31

، نمودار تابع  را در فاصله  در یک نقطه قطع می کند. - خط 

نادرست1پاسخ:

جواب های معادله مثلثاتی  را در بازه  به دست  آورید.32

1پاسخ:

33( اگر نمودار  به صورت زیر باشد،  را حساب کنید (

1پاسخ:

بنابراین برای تناوب داریم:

تابع از نقاط  و  می گذرد. بنابراین با جاگذاری در خود تابع می توان  را حساب کرد.

y =
١
۲

y = Sin x[۰, ۲π]

۴ Sin x + ۲ = ۰۳√[۰, ۲π]

۴ Sin x + ۲ = ۰ ⇒ Sin x = − ⇒ Sin x = Sin(− )۳√
۳√

۲
π

۳

⇒ (k ∈Z)

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = ۲kπ − π

۳

x = ۲kπ +
۴π

۳

− →−−
[۰ , ۲π]

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x =
۵π

۳

x =
۴π

۳

y = a Sin ( bx ) + c۲a, b, cb > ۰

Sin θ = − Cos (۲θ)۲ ١
۲

١
۲

y = a Sin ( bx ) + c = a( − Cos (۲bx)) + c = − Cos (۲bx) + c۲ ١
۲

١
۲

a

۲
a

۲

T = ۳π − π ⇒ T = ۲π ⇒ = ۲π ⇒ b =
۲π

۲b

١
۲

A(۰, −۴)B(π, ۲)a, c

A(۰, −۴) ⇒ a Sin (۰) + c = −۴ ⇒ c = −۴۲

B(π, ۲) ⇒ a Sin ( ) − ۴ = ۲ ⇒ a − ۴ = ۲ ⇒ a = ۶۲ π

۲
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34( نمودار تابع  به صورت زیر است. مقادیر  را حساب کنید. (

1پاسخ:

با توجه به نمودار صورت سؤال این تابع  با ضریب مثبت است. بنابراین:

جواب(های) معادله مثلثاتی  را در بازه  مشخص کنید.35

1پاسخ:

معادله مثلثاتی  را در بازه  حل کنید.36

1پاسخ:

y = a Sin ( bx ) Cos ( bx ) + ca, b, cb > ۰

Sin θ× Cos θ = Sin ۲θ
١
۲

y = a Sin ( bx ) Cos ( bx ) + c ⇒ y = Sin (۲bx) + c
a

۲
Sin

⇒ ۲c = −۴ ⇒ c = −۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= + c = ۲ymax
∣
∣

a
۲

∣
∣

= − + c = −۶ymin
∣
∣

a

۲
∣
∣

− ۲ = ۲ ⇒ = ۴ a = ۸−→−
c=−۲ ∣

∣
∣
a

۲
∣

∣
∣

∣

∣
∣
a

۲
∣

∣
∣ −→

a>۰

T = − ⇒ T = ۶π ⇒ = ۶π ⇒ b =
١۵𝜋

۲
۳π

۲
۲π

۲b

١
۶

Cos ۲x − Cos x = ۰(۰, π)

Cos ۲x = Cos x ⇒ ۲x = ۲kπ± x ⇒ x = ⇒ x =
۲kπ

۳
۲π

۳

Cos ۲x − Cos x + ١ = ۰۰≤ x ≤ π

۲Cos x − ١ − Cos x + ١ = ۰ ⇒ Cos x(۲Cos x − ١) = ۰۲

⎧

⎩⎨
Cos x = ۰ ⇒ x = π

۲

Cos x = ⇒ x =
١
۲

π

۳
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معادله مقابل را حل کنید.                        37

1پاسخ:

معادله مثلثاتی  را حل کنید.38

1پاسخ:

معادلهٔ مثلثاتی  را حل کنید.39

1پاسخ:

حاصل عبارت  را به ازای  را محاسبه نمایید.40

1پاسخ:

مثلثی با مساحت  سانتی متر مربع مفروض است. اگر اندازه ی دو ضلع این مثلث به ترتیب ۴  و ۸  سانتی متر باشند،41
 آن گاه چند مثلث با این خاصیت ها می توان ساخت؟

1پاسخ:

دو مثلث می توان رسم کرد.

معادله مثلثاتی  را حل کنید.42

1پاسخ:

Cos ۲x − ۳ Sin x + ۴ = ۰

١ − ۲ Sin x − ۳ Sin x + ۴ = ۰ ⇒ −۲ Sin x − ۳ Sin x + ۵ = ۰۲ ۲

⇒
⎧

⎩⎨
Sin x = − ۵غ ق ق

۲

Sin x = ١ ⇒ x = ۲kπ + π

۲

۲Cos x + Cos x = ۰۲

Cos x(۲Cos x + ١) = ۰ ⇒
⎧
⎩⎨

Cos x = ۰ ⇒ x = kπ + π

۲

۲Cos x + ١ = ۰ ⇒ Cos x = − ⇒ x = ۲kπ±
١
۲

۲π

۳

Sin ۲x = Sin x

Sin ۲x = Sin x ⇒ {
۲x = ۲kπ + x ⇒ x = ۲kπ , k ∈Z

۲x = ۲kπ + π − x ⇒ x = + , k ∈Z
۲kπ

۳
π

۳

۴ Sin x Cos x Cos ۲xx = ۷/۵°

۲ Sin ۲x Cos ۲x = Sin ۴x = Sin ۴(۷/۵°) =
١
۲

۸ ۲√

×۴×۸ Sin θ = ۸ ⇒ Sin θ = ⇒ θ = ۴۵°, θ = ١۳۵°
١
۲

۲√
۲√

۲

۲Cos x = Sin x − ١۲

−۲ Sin x − Sin x + ۳ = ۰ ⇒۲
⎧

⎩⎨
Sin x = ١ ⇒ x = ۲kπ + , k ∈Zπ

۲

Sin x = ۳−غ ق ق
۲
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مقدار  را بیابید.43

1پاسخ:

معادله ی مثلثاتی  را حل کنید.44

1پاسخ:

غ ق ق 

معادله  را حل کنید.45

1پاسخ:

معادله مثلثاتی  را حل کنید.46

1پاسخ:

مثلثی با مساحت ۳  سانتی متر مربع مفروض است. اگر اندازه دو ضلع  آن به ترتیب ۲  و ۶  سانتی متر باشند،  آن گاه چند47
مثلث با این خاصیت ها می توان ساخت؟

 1پاسخ:

Sin ١۵°

Sin ١۵° = = =
١ − Cos ۳۰°

۲

− −−−−−−−−−

√
١ −

۳√

۲

۲

− −−−−−−

⎷
 ۲ − ۳√

− −−−−−
√

۲

Cos x(۲Cos x − ۹) = ۵

۲Cos x − ۹Cos x − ۵ = ۰ ⇒ {۲ Cos x = − ⇒ x = ۲kπ±
١
۲

۲π

۳

Cos x = ۵
Cos x = ۵

۲ Sin ۳x − = ۰۲√

Sin ۳x = = Sin ⇒ ⇒ (k ∈Z)
۲√

۲
π

۴

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

۳x = ۲kπ + π

۴

۳x = ۲kπ + π − π

۴

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

x = +
۲kπ

۳
π

١۲

x = +
۲kπ

۳
π

۴

Cos ۳x − Cos x = ۰

Cos ۳x = Cos x ⇒ { ⇒ { (k ∈Z) ⇒ { (k ∈Z)
۳x = ۲kπ + x

۳x = ۲kπ − x

۲x = ۲kπ

۴x = ۲kπ

x = kπ

x = kπ

۲

S = ab Sin C = ×۲×۶× Sin C = ۳١
۲

١
۲

Sin C = ⇒ C = ۳۰° , ١۵۰°
١
۲
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معادلات زیر را حل کنید.48
الف)                                                 ب) 

پ)                                                 ت) 

ث)                                                 ج) 

1پاسخ:

Sin = Sin ۳x
π

۲
Cos ۲x − Cos x + ١ = ۰

Cos x = Cos ۲xCos ۲x − ۳ Sin x + ١ = ۰

Cos x − Sin x =۲ ١
۴

Sin x − Cos ۲x = ۰

Sin(الف = Sin ۳x
π

۲

١ = Sin ۳x ⇒ ۳x = ۲kπ + ⇒ x = +
π

۲
۲kπ

۳
π

۶
Cos(ب ۲x − Cos x + ١ = ۰

۲Cos x − ١ − Cos x + ١ ⇒ Cos x(۲Cos x − ١) = ۰۲

⇒
⎧

⎩⎨
Cos x = ۰ ⇒ x = kπ + π

۲

۲Cos x − ١ = ۰ ⇒ Cos x = = Cos ⇒ x = ۲kπ±
١
۲

π

۳
π

۳

Cos(پ x = Cos ۲x ⇒ {
x = ۲kπ + ۲x ⇒ x = −۲kπ

x = ۲kπ − ۲x ⇒ x =
۲kπ

۳

Cos(ت ۲x − ۳ Sin x + ١ = ۰ ⇒ ١ − ۲ Sin x − ۳ Sin x + ١ = ۰ ⇒ ۲ Sin x + ۳ Sin x − ۲ = ۰۲ ۲

= ۰ ⇒
(۲ Sin x+۴)(۲ Sin x−١)

۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

Sin x = غ ق ق۲−

Sin x = ⇒ {١
۲

x = ۲kπ+ π

۶

x = ۲kπ+π− π

۶

Cos(ث x − Sin x = ⇒ ١ − Sin x − Sin x = ⇒ Sin x + Sin x − = ۰۲ ١
۴

۲ ١
۴

۲ ۳
۴

+ t − = ۰ ⇒ Δ = ١ + ۳ = ۴ ⇒ t =− →−−
Sin x=t

t۲
۳
۴

−١± ۲
۲

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

Sin x = = Sin ⇒ {١
۲

π

۶

x = ۲kπ + π

۶

x = ۲kπ + π − π

۶

Sin x = غیرممکن
−۳
۲

Sin(ج x − Cos ۲x = ۰ ⇒ Sin x = Cos ۲x = Sin( − ۲x)π

۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = ۲kπ + − ۲x ⇒ x = +π

۲
۲kπ

۳
π

۶

x = ۲kπ + π − ( − ۲x) ⇒ x = −۲kπ −π

۲
π

۲
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نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس را برای زاویه  به دست  آورید.49

1پاسخ:

فرض کنید  و  زاویه ای حاده باشد، حاصل عبارات زیر را به دست  آورید.50

الف)                                                 ب) 

1پاسخ:

درستی تساوی زیر را ثابت کنید.51

1پاسخ:

۲۲/۵°

Sin ۲۲/۵ = = = ⇒ Sin ۲۲/۵ =۲ ١ − Cos ۴۵°

۲

١ −
۲√

۲

۲
۲ − ۲√

۴

۲ − ۲√
− −−−−−

√

۲

Cos ۲۲/۵ = = = ⇒ Cos ۲۲/۵ =۲ ١ + Cos ۴۵°

۲

١ +
۲√

۲

۲
۲ + ۲√

۴

۲ + ۲√
− −−−−−

√

۲

Cos α =
۵

١۳
α

Cos ۲αSin ۲α

Sin α = ١ − = ⇒ Sin α =۲
⎛

⎝
۵

١۳

⎞

⎠

۲
١۴۴

١۶۹

١۲

١۳

الف Cos ۲α = ۲Cos α − ١ = ۲× − ١ = −
⎞

⎠
۲ ۲۵

١۶۹

١١۹

١۶۹

ب Sin ۲α = ۲ Sin α. Cos α = ۲× × =
⎞

⎠

١۲

١۳

۵

١۳

١۲۰

١۶۹

Cos x − Sin x = Cos ۲x۴ ۴

Cos x − Sin x = = Cos ۲x = Cos ۲x۴ ۴ ( Cos x − Sin x)۲ ۲

(۰/۲۵)

( Cos x + Sin x)۲ ۲

(۰/۲۵)

×١
(۰/۲۵)
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فرض کنید  و  زاویه ای منفرجه باشد، عبارت  را محاسبه کنید.52

1پاسخ:

(با توجه به این که در سؤال در اثر اشکال تایپی به جای  عدد  تایپ شده است، در زمان تصحیح چنان چه

داوطلب با  حل نموده است، نمره کامل منظور گردد.) صفحات ۶ ۳  و ۷ ۳ 

درستی برابری مقابل را ثابت کنید.                        53

1پاسخ:

درستی تساوی مقابل را ثابت کنید:                         54

                        1پاسخ:

                        

درستی اتحاد  را ثابت کنید.55

1پاسخ:

   

tg α = −
١
۲

αCos ۲α

−
١
۲

١
۲

١
۲

= tan α
Sin ۲α

١ + Cos ۲α

= tan
Sin x

١ + Cos x

x

۲

۰/۲۵

= = = tan
Sin x

١ + Cos x

۲ Sin Cosx
۲

x
۲

۲Cos ۲ x

۲

Sin x
۲

Cos x

۲

x

۲
۰/۲۵

۰/۲۵

Sin ۲x =
۲ tan x

١ + tan x۲

= = = ۲ Sin x Cos x = Sin ۲x
۲ tan x

١ + tan x
۲

۲ Sin x

Cos x

Cos x+Sin x
۲ ۲

Cos x
۲

۲ Sin x Cos x۲

Cos x

۰/۲۵۰/۲۵۰/۵۰/۵
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فرض کنید  و  زاویه ی حاده باشد. حاصل  را به دست  آورید.56

1پاسخ:

اگر  و  زاویه ی منفرجه باشد، حاصل  را بهدست  آورید.57

1پاسخ:

درستی اتحاد زیر را ثابت کنید.58

1پاسخ:

درستی برابری زیر را ثابت کنید.59

1پاسخ:

tan α =
۳
۴

αSin ۲α

١ + tan α = ⇒ = ١ + = ⇒ Cos α =۲ ۰/۲۵ ١
Cos α۲

١
Cos α۲

۹

١۶

۲۵

١۶

۴
۵

۰/۲۵

Sin α = = =١ − Cos α۲
− −−−−−−−−

√ ١ −
١۶

۲۵

− −−−−−

⎷
 ۳

۵
۰/۲۵

Sin ۲α = ۲ Sin α Cos α = ۲( )( ) =۰/۲۵ ۳
۵

۴
۵

۲۴
۲۵

۰/۲۵

Sin α =
۳
۵

αtan ۲α

Sin α = ⇒ Cos α = − = − ⇒ tan α = −
۳
۵

١ − Sin α۲
− −−−−−−−

√ ۴
۵

۳
۴

۰/۲۵

tan ۲α = = = −
۲ tan α

١ − tan α۲

۲(− )۳۴

١ − (− )۳۴
۲

۲۴
۷

۰/۲۵

Cos ۲x =
١ − tg x۲

١ + tg x۲

=
١ − tg x۲

١ + tg x۲

١− Sin x۲

Cos x۲

١+ Sin x۲

Cos x۲

۰/۲۵

=

Cos x− Sin x۲ ۲

Cos x۲

Cos x+ Sin x۲ ۲

Cos x۲

۰/۲۵

=
Cos x− Sin x۲ ۲

Cos x+ Sin x۲ ۲

۰/۲۵

=
Cos x − Sin x۲ ۲

١ ۰/۲۵

= Cos (۲x) ۰/۲۵

cot − tan = ۲ cot x
x

۲
x

۲

طرف چپ : − = = = = ۲Cotg x
Cos x

۲

Sin x

۲

Sin x

۲

Cos x

۲

Cos ( ) − Sin ( )۲ x

۲
۲ x

۲

Sin . Cosx

۲
x

۲

Cos(۲× )x

۲

Sin(۲× )١
۲

x

۲

۲Cos x

Sin x
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درستی برابری زیر را ثابت کنید.60

1پاسخ:

معادله ی مثلثاتی زیر را حل کنید و سپس جواب های  آن را در بازه ی  به دست  آورید.61
                        

1پاسخ:

معادله ی مثلثاتی زیر را حل کنید و سپس جواب های  آن را در بازه ی  به دست  آورید.62

1پاسخ:

 جواب های خاص

معادله ی مقابل را حل کنید.                        63

1پاسخ:

= Sin ۲α
۲

tan α + cot α

طرف چپ : = = = = ۲ Sin α Cos α
۲

tg α + Cotg α

۲
+Sin α

Cos α

Cos α

Sin α

۲
Sin α+Cos α۲ ۲

Sin α Cos α

۲
١

Sin α Cos α

[۰, ۲π]

Sin x − Sin x = ۰۳

Sin x( Sin x − ١) = ۰ ⇒۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

Sin x = ۰ ⇒ x = kπ

Sin x = ١ ⇒ x = ۲kπ + ⇒ x =π

۲
kπ

۲

Sin x = −١ ⇒ x = ۲kπ − π
۲

جواب خاص = {۰, , π, , ۲π}π

۲
۳π

۲

[۰, ۲π]

۲ Sin x − tan x = ۰

۲ Sin x − = ۰ ⇒ = ۰Sin x

Cos x

۲ Sin x Cos x − Sin x

Cos x

⇒ Sin x(۲Cos x − ١) = ۰
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

Sin x = ۰ ⇒ x = kπ

Cos x = ⇒ {١
۲

x = ۲kπ + π

۳

x = ۲kπ − π

۳

= {۰, π, ۲π, , }π

۳
۵π

۳

۲Cos x + = ۰۳√

Cos x = − = Cos( ) ⇒ x = ۲kπ±
۳√

۲
۵π

۶
۵π

۶
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عبارت مقابل را ساده کنید:                        64

1پاسخ:

اگر  و  دو زاویه ی حاده باشند، داریم:  و  ، عبارت های زیر را ساده کنید.65

                        

1پاسخ:

١ + Cos ۲α

١ − Cos ۲α

= = Cotg α
١ + (۲Cos α − ١)۲

١ − (١ − ۲ Sin α)۲

۲Cos α۲

۲ Sin α۲
۲

αβSin α =
۳
۵

Sin β =
۸

١۷
Sin ۲α , Cos ۲α , tg ۲α , Sin ۲β , Cos ۲β , tg ۲β

Sin α = , Cos α = , tg α =
۳
۵

۴
۵

۳
۴

Sin β = , Cos β = , tg β =
۸
١۷

١۵

١۷

۸
١۵

Sin ۲α = ۲ Sin α Cos α = ۲× × =
۳
۵

۴
۵

۲۴
۲۵

Cos ۲α = Cos α − Sin α = − =۲ ۲
١۶

۲۵
۹
۲۵

۷
۲۵

tg ۲α = = =
۲ tg α

١ − tg α۲

۲×
۳
۴

١ −
۹

١۶

۲۴
۷

Sin ۲β = ۲ Sin β Cos β = ۲× × =
۸

١۷

١۵

١۷

۲۴۰
۲۸۹

Cos ۲β = Cos β − Sin β = − =۲ ۲ ۲۲۵
۲۸۹

۶۴
۲۸۹

١۶١

۲۸۹

tg ۲β = = =
۲ tg β

١ − tg β۲

۲×
۸

١۵

١ −
۶۴
۲۲۵

۲۴۰

١۶١
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